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Resumen. - En el presente trabajo se obtienen expresiones matematicas para determinar el volumen contenido dentro de un
recipiente (contenedor) cilindrico inclinado en funcion del nivel de llenado. La inclinacion del recipiente esta dada por el
angulo entre la horizontal y el eje de simetria del cilindro. Las formulaciones se obtienen para los tres casos posibles: i) el
nivel de llenado esta comprendido entre el punto mas bajo del contenedor y el plano horizontal existente en la primera altura
mojada, ii) el nivel de llenado comprendido entre los planos horizontales situados a la primera y segunda altura mojadas y
iii) iniciando en el plano horizontal situado en la segunda altura mojada y terminando con el llenado completo del contenedor.
Las expresiones obtenidas proporcionan el calculo del volumen exacto en funcion de los pardmetros conocidos radio, altura
e inclinacion del recipiente y del pardmetro variable dado por la altura de llenado del recipiente. Finalmente, estas expresiones
son aplicadas usando dimensiones regulares y criticas del recipiente en el transporte de sustancias, se observa un
comportamiento similar al de una funcion sinusoidal en la grafica de volumen vs altura de llenado. Los resultados obtenidos
conducen a mejores practicas en el disefio de contenedores cilindricos para el transporte de sustancias y la implementacion
de protocolos de seguridad.

Palabras clave: Recipiente cilindrico; Nivel de llenado; Volumen exacto; Recipiente inclinado; Primera altura mojada;
Segunda altura mojada.

Abstract. - In the present work math expressions to determine the exact volume inside a tilted cylindrical recipe (container)
as a function of the fill level were obtained. The tilt container is given by the angle between the horizontal and the axis symmetry
of the cylinder. Formulations are developed for three cases: i) the limits of the filled level are between the lowest point in the
container and the corresponding level were a horizontal plane reaches the first wet height, ii) the filled level is given by the
liquid height limited by the horizontal planes corresponding to the first and second wet heights, respectively; iii) the filled level
starts at the horizontal plane corresponding to the second wet height and ending with the fill full of container. The math
expressions give the exact volume inside the container as a function of the known parameters of radius, length and tilt of the
cylinder, and the variable parameter represented by the filled level. Finally, these expressions are applied using critical and
regular dimensions of the recipe in the substance’s transportation, the graph volume vs filled level show a behavior like a
sinusoidal function. The results obtained lead to best practices in the design of cylindrical containers for the transport of
substances and the implementation of security protocols.
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1. Introduccién

Los recipientes de almacenamiento de sustancias
por lo general son horizontales y se dividen
principalmente en cilindricos, cuadrados y
elipticos, la medicion de la reserva del contenido
del tanque es un problema desafiante cuando
existen deformaciones diversas debido a los
cimientos,  temperatura, materiales  de
construccion [1].

En particular, los recipientes cilindricos son
ampliamente utilizados por la industria quimica,
alimentaria y de hidrocarburos para almacenar y
transportar sustancias en estado liquido [2]. En la
clasificacion de tanques se consideran tolerancias
en la medicion y espesor, y se tiene en cuenta las
dimensiones de la base y longitud, expansion y
contraccion del material del recipiente para
realizar la calibracion del tanque [3], [4], se han
desarrollado métodos para la calibracion
horizontal de tanques cilindricos instalados en
una posicion fija con un maximo de inclinacion
de 10 cm por metro de longitud han sido
desarrollados [5].

Ademas, determinar el volumen contenido
dentro de estos recipientes cuando son llenados
parcialmente en funcion de la altura de llenado
[6] resulta sencillo cuando los recipientes se
encuentran apoyados sobre una de sus superficies
planas [7], [8], [9], [10], en cambio el célculo de
este volumen parcial es un tanto mas complejo
cuando estan completamente apoyados sobre la
superficie curva en un plano horizontal [11].

Cada pais define sus normas de metrologia y en
paises como la Cuba, un tanque es considerado
horizontal cuando su inclinacion presenta 1 cm
de altura por cada metro de longitud (1%) [12] y
en general, por norma 1% es la inclinacion
permitida para considerar que un tanque esta
colocado de manera horizontal [13]. En la
practica los casos mas realistas, ocurren cuando
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el recipiente esta recostado respecto a su
superficie curva y presenta una inclinacion
respecto de la horizontal, los tanques cilindricos
al inclinarse generan superficies internas que
indicaran el nivel del contenido del tanque que
estaran en funcion del grado de inclinacion del
tanque contenedor [14], la inclinacion est4 dada
por el &ngulo entre la horizontal y el eje de
simetria del cilindro. Resulta complicado que
cuando los vehiculos de transporte llegan a las
estaciones de carga y descarga encuentren
superficies perfectamente niveladas.

Aproximaciones para estimar el volumen parcial
dentro de un recipiente cilindrico inclinado como
una funcién de la altura de llenado han sido
desarrolladas ampliamente [15], y en muchos
casos toman un tanque cilindrico horizontal con
tapas esféricas para relacionar el registro de
altura que representa determinado volumen con
los registros en un tanque inclinado a través de
lecturas en tiempo real de ambos pardmetros
[16], [17].

Otros desarrollos emplean aproximaciones [18],
soluciones numéricas y de minimos cuadrados
[19], [20] a planteamientos matematicos [21],
[22], soluciones parciales o para casos
especificos [23] o en su defecto, la solucién
presentada contiene términos que no son
definidos claramente y contienen inconsistencias
[24], e incluso la norma 12917 [25], [26] cuya
altima revision fue efectuada en 2017, es
empleada en la industria de los hidrocarburos
para la estimacion del volumen de llenado dentro
de un tanque cisterna de forma cilindrica en
funcién del nivel de combustible, aunque llega a
ser no tan exacta, también la norma API
2551:1987, establece que se debe hacer
correccion de graficos de volumen por
inclinacion, pero solo ofrece la posibilidad de
aplicar la misma a partir de un grafico que se
pude utilizar cuando el registro de medicion se
encuentre en el centro longitudinal del tanque
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[27]. Tanto en la norma API como en la norma
ISO, se indica de forma estricta que la correccion
por inclinacion de un tanque cilindrico debe
realizarse por meétodo grafico propuesto por
COATS en 1948 que se basa en estimaciones por
medio de derivadas parciales [28].

En el presente trabajo se definen los conceptos de
primeray segunda altura mojadas que separan las
tres regiones de estudio presentadas y se
desarrolla la metodologia para obtener formulas
matematicas para determinar con exactitud el
volumen contenido en el interior de un tanque
cilindrico horizontal con inclinacion como una
funcion de la altura de llenado, radio y longitud
del recipiente e inclinacion del recipiente,
resaltando que la longitud y radio pueden ser
consideradas como las lecturas finales de estas
mediciones despueés de cuantificar los efectos de
dilatacion y contraccion térmica.

El trabajo se aborda de la siguiente manera: En el
marco tedrico se rota el recipiente cilindrico de
manera que el planteamiento del problema se
centra en la determinacion del volumen
comprendido entre un cilindro circular recto y un
plano inclinado en el mismo angulo que el
recipiente original, este plano representa el nivel

2. Marco tedrico

En el desarrollo de éste trabajo se ilustra el
método para el célculo del volumen parcial
exacto contenido dentro de un recipiente
cilindrico con una inclinacion dada por el angulo
entre la horizontal y el eje de simetria del
cilindro, para las tres situaciones que pueden
presentarse en el andlisis; i) el nivel de llenado
estd comprendido entre el punto mas bajo del
contenedor y el plano horizontal existente en la
primera altura mojada, ii) el nivel de llenado
comprendido entre los planos horizontales
situados a la primera y segunda altura mojadas y
iii) iniciando en el plano horizontal situado en la
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de llenado y se construye mediante un vector
normal producido por un vector perpendicular al
plano de trabajo y un vector director en el plano
de trabajo paralelo a la altura de llenado.

De lo anterior el problema se divide en tres zonas,
la inferior implica un volumen obtenido
directamente mediante integrales de volumen, la
region central emplea la misma formulacion que
la inferior, pero requiere de la sustraccion de un
volumen que no es parte de la region de estudio,
en tanto que para la region superior es necesario
sustraer al volumen total el volumen recursivo de
esta region, para los tres casos se determinan
formulaciones para el volumen méaximo de
Ilenado en cada region.

En la seccion de andlisis y discusion de
resultados se resumen las expresiones para
calcular el volumen como una funcién de la
altura de llenado y el volumen maximo para las
tres regiones de trabajo con sus respectivos
intervalos de validez, ademas se define el angulo
critico para el cual las formulas obtenidas son
validas y un analisis de sensibilidad respecto al
comportamiento del volumen en funcion de la
inclinacion en relacion con el angulo critico.

segunda altura mojada y terminando con el
llenado completo del contenedor. Se obtienen
expresiones matematicas en funcién de la altura
de llenado para los tres casos expuestos.
Finalmente, estas ecuaciones son aplicadas a tres
casos de interés: a) tanque cisterna con
dimensiones maximas permitidas e inclinacién
de 20°, b) tanque cisterna con dimensiones en
exceso permitidas e inclinacion de 20° [29] e c)
caso con inclinacion media y dimensiones
promedio de los tanques cisterna empleados en el
transporte de sustancias e hidrocarburos.
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3. Metodologia

El volumen contenido dentro de un recipiente
cilindrico de longitud L, radio R e inclinacion 6
respecto a la horizontal estd delimitado por un
plano horizontal z;, situado a la altura de llenado
h. Para calcular este volumen parcial es
conveniente fijar un marco de referencia rotado
un angulo 6, con centro en una de las tapas planas
y eje de simetria paralelo a uno de los ejes
coordenados como se ilustra en la figura 1. La
inclinacion es tal que © < tan"!(2R/L). En la
figura 1, las superficies planas P1 y P3 separan
las regiones de interés, son paralelos entre si y
perpendiculares al plano xz, esto es tienen en
comun el mismo vector normal [30]. Es de hacer
notar, que estos planos son representativos del
nivel de llenado proyectado en la tapa plana
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izquierda reflejado en las posiciones x; = =R +
Ltan® y x, = +R, respectivamente. Permita
definir x,, como la posicion de la primera altura
mojada que representa el nivel de fluido h =
Ltan® que es proyectado en la tapa plana
inferior del recipiente, para el cual toda la linea
inferior de la superficie curva estd
completamente cubierta por el nivel de llenado, y
definiendo x,, como la posicion de la segunda
altura mojada que representa el nivel del liquido
h = 2R cos 6 que es proyectado en la tapa plana
inferior del recipiente, para el cual, la tapa esta
completamente cubierta como se ilustra en la
figura 1. El plano P2 es representativo de manera
general del plano de la superficie de llenado del
recipiente  cilindrico, cuando esté esta
parcialmente lleno a un nivel o altura h.

Figura 1. Representacién del volumen de llenado de un recipiente cilindrico de radio Ry longitud L para una inclinacion
a determinada altura h.

3.1 Ecuacion del plano que define la altura
de llenado

El volumen contendido dentro del recipiente
cilindrico estd delimitado por el plano P2 vy el
cilindro ¢ que tiene por ecuacion x? +y? =
RZ.En la figura 1, el punto inferior derecho del

recipiente de coordenadas (x,z) dadas por
(=R, L) se emplea de referencia para generalizar
la ecuacion del plano en funcién de la altura h,
este punto estd contenido en el plano P1 y
también es un punto de una recta de interseccion
entre los planos P1y xz, la inclinacion, m, de la
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recta de interseccion esta dada por m = —tan 6,
Yy su ecuacion resulta en,

x+ztan6+R—-Ltan6 =0 1)

Definiendo la ecuacion de la recta dada por la
expresion (1), como una funcion de dos variables
f(x,z) =x+ztan®6+ R—Ltan®, se obtiene
un vector normal 1 contenido en el plano xz por

medio del gradiente Vf(x,z), este vector es
perpendicular tanto a la recta (1) como al plano
P1.

R = Vf(x,z) = 11 + tan(0) k
)

Extendiendo a tres dimensiones las componentes
de la normal al plano P1, n(x,y,z) = 11 + 0] +
tan(0) k, la normal también es normal al plano
P2 y un punto contenido en el plano P2 esta dado
por (x,y,z) =(—R+hsec9,0,0), asi Ia
ecuacion del plano que define la altura de llenado
del recipiente se obtiene del producto punto entre
el vector 1i(x,y,z) y un vector en el plano P2
dado por (x + R —hsec6,y — 0,z — 0), resulta

la ecuacion (3).
Xh (Y1
V1=2f f [hcscO —
-R Y0

donde x;, = —R+ hsecH es la altura mojada
proyectada sobre el plano que contiene a la tapa

plana inferior del recipiente y y; = VR? —x2,
para esta region se tiene un volumen maximo
cuando h = L sen 6.

Region I1: Iniciando en el nivel donde se proyecta
la primera altura mojada en la tapa izquierda del
cilindro (plano P1), hasta el nivel donde se
proyecta la segunda altura mojada en la misma
tapa (plano P3). La altura de llenado en esta
region varia en el intervalo Lsen6 <h<
2R cos 6. Para el célculo del volumen en esta

(x + R) cot 8] dydx
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7z, = —(x+ R) cot® + hcscH 3)

donde, z;, es la ecuacion del plano P2 en funcién
del nivel de llenado.

3.2 Expresiones matematicas para determinar
el volumen en las regiones de analisis

En la figura 1, se observa que conforme el nivel
de llenado crece, las condiciones geométricas
cambian y se distinguen tres regiones de estudio
que son analizadas a continuacion.

Regioén I: Desde el punto més bajo del tanque,
hasta el nivel de la primera altura mojada
limitada por el plano P1. La altura varia en el
intervalo 0<h<Lsenf. El volumen
contenido dentro del tanque estd comprendido
entre los planos z, y z = 0 delimitados por el
cilindro c en direccion de “y” y en direccion de
“x” los limites varian de x = —R hasta x = xy,, el

volumen esta dado por

(4)

region sigue siendo valida la expresion para la
region 1 (V;), sin embargo, esta expresion
comienza a acumular un volumen que no esta
contenido en el cilindro (ver zona exterior del
lado derecho de figura 1), y es necesario
sustraerlo. El volumen que es necesario sustraer
esta comprendido por el plano z;, y el plano z =
L, delimitado por el cilindro c en direccion de “y”
y en direccion de “x” los limites sufren una
transformacion lineal que varian desde x = —R
hasta x = x;,4 donde en esta direccion se sustrae
el avance de x dado por L tan 6 que ha crecido a
causa del aumento de la altura h, resultado la
expresion,
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Xh Y1 Xhd (Y1
VZ=2f f [hcsce—(x+R)cot6]dde—2] f [hcsc® —L—(x+R)cotB]dydx (B)
0 -R Jo

-R

donde xp,g = —R+ hsecO — Ltan 6 es la altura
mojada proyectada en el plano que contiene a la
tapa superior, en la region 2 el volumen maximo
se obtiene cuando h = 2R cos 6.

Region 1ll: Iniciando en el nivel donde se
proyecta la segunda altura mojada (plano P2),
hasta el llenado completo del recipiente
cilindrico. La altura de llenado varia en el
intervalo dado por 2Rcos® <h < 2Rcos 6 +
Lsen6. ElI volumen en la dltima zona se
determina con una expresion recursiva, donde la
suma V, . +V; _ representa el volumen total
y se sustrae el calculo del volumen de la tercera

R
V3= Voo T Vi, — 2 f

Xhd

En la region 3 el volumen méximo se obtiene
cuando h = 2R cos 6 + L sen 6

4. Analisis y discusién de resultados

En la tabla 1 se resumen los resultados de los
planteamientos de la seccion de métodos. Los
resultados obtenidos son aplicables a recipientes
de forma cilindrica recostados sobre su superficie
curva con una inclinacion que no exceda el
angulo critico dado por tan™'(2R/L). Estos

region, el cual varia desde un valor igual a V;
en magnitud hasta un valor de 0 conforme h
crece. De esta manera, el volumen a sustraer es
el volumen comprendido por el planoz = Ly el
plano z,, delimitado por el cilindro c en direccion
de “y” y en direccion de “x” el limite inferior
como consecuencia del crecimiento de h también
debe ser desplazado una cantidad Ltan®
unidades, similar a como se realizo en el caso 2.
Asi, el limite inferior varia desde x = x;,4, hasta
x = R, donde finalmente la expresion para esta
zona esta dada por,

Y1
f [L —hcsc + (x + R) cot 0] dydx (6)
0

resultados también son dtiles para estimar el
volumen contenido en recipientes cilindricos
inclinados con tapas semiesféricas que contienen
rompeolas en funcion de la altura de llenado
acorde con la norma 1SO-12917 [25].

Las ecuaciones (7), (9) y (11) son las expresiones
para el calculo exacto del volumen de llenado del
recipiente cilindrico en las regiones 1, 2 y
3respectivamente, tanto que las expresiones (8),
(10) y (12) son expresiones para determinar el
volumen acumulado méximo en las regiones 1, 2
y 3 respectivamente.
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Tabla 1: Ecuaciones para determinar el volumen contenido en el recipiente cilindrico inclinado en funcion de la altura de

llenado.
Regién Volumen
R, 1 ) n 2 3 (7)
V1 = (ER% + sen 1R1 +E) k1 +§R% Cote
| 0<h<Lsenb
ey = (?3 RZ +sen™'R3 + E) k, + §Ri cotB ®
nLR? 2 3 3 R, 1 Ry 1 9
vV, = > + gcote <R§ - Rz) + (FRg + sen_1R1> kqy — <FR2 + sen_1R5> ks
Il LsenB <h < 2Rcos6
Vo = (L+Rcot9)T—§cot9 RZ — (%RZ +sen‘1R3> Kk, 4o
m R 1 ~ 2 3 (11)
I V; = mLR? + (E_ ?Ré — sen 1R5> ks — §cot6 RZ
I 2Rcos® <h <2Rcos0+Lsenb
Vs, = TILR? (12)

R, =xp/R, R, =R?—x%, R;=x/R, R,=R%?-x% Rs=xpq/R, Rg=R%—x%;, k;=(hcscO-
Rcot®)R%k, = (L — Rcot®)R? k; = (hcsc® —Rcot® — L)R? yy; = VRZ —x2,

Las expresiones (7) - (12) son expresiones para
determinar el volumen exacto y el volumen
maximo en las tres regiones de interés, en
funcion de la altura de llenado y los pardmetros
conocidos como R (radio del cilindro), L
(longitud del cilindro) y la inclinacion del
recipiente cilindrico (8). Justo en el limite cuando
lainclinacion 8 = tan™*(2R/L) el volumen de la
region 2 es igual a cero, cabe mencionar que en
todo momento la capacidad de las regiones 1y 3
son iguales, sin embargo, sus tasas de llenado
tienen un comportamiento opuesto en sentido
creciente de la altura h.

En la figura 2 se muestra la aplicacion de las
ecuaciones de la tabla 1 en la obtencion del
volumen V dentro del recipiente cilindrico con
inclinacion como una funcion de la altura de
Ilenado para tres casos de estudio: a) dimensiones
maximas permitidas para transporte carretero
(NOM-002-SCT/2011) con radio de 2.125 m y
longitud de 12.9 y una inclinacién excesiva de
18° (Va, Fig. 2(a)) b) dimensiones con excedente

permitido con radio de 2.225 m y longitud de
13.4 mauna inclinacion excesiva de 15° (Vb,Fig.
2(b)) y c) dimensiones por debajo del nivel
méaximo con radio de 2 m y longitud de 12 m e
inclinacion media de 10° (Vc, Fig. 2(c)). Las
gréficas 2(a), 2(b) y 2(c) muestran el volumen
contenido dentro del cilindro como una funcion
del nivel de llenado. Es de hacer notar que el
grafico V vs h presenta un comportamiento
céncavo hacia arriba en la region 1 (0 <V <
Vi...) €n la region 2 el comportamiento es
aproximadamente lineal (V; <V <V, )y
en la region 3 es un comportamiento céncavo
hacia abajo (V,, . <V <V; ), como era de
esperarse la grafica presenta simetria respecto al
punto medio donde se tiene la alturay el volumen
de llenado medios.

De la figura 2(a) se observa gque cuando el &ngulo
de inclinacion del tanque es mas proximo al valor
del angulo dado por 6 = tan"!(2R/L) la regién
Il tiende a disminuir y seria inexistente en el caso
de que la inclinacion fuera exactamente al angulo
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critico, conforme el angulo de inclinacién
disminuye la region 2 comienza a ganar terreno y
las regiones | y I1l comienzan a disminuir como
se observa en las figuras 2(b) y 2(c), cuando 6 =
0, estas regiones serian inexistentes y se tendria
solo el caso de un tanque cilindrico recostado
sobre la horizontal y la expresion (9) describiria
el comportamiento del volumen contenido en el
recipiente en funcion del nivel de liquido.
También de la figura 2 se observa que el
o 1 2 3
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comportamiento de la gréfica es similar al de una
funciéon sinusoidal, sin embargo, modelar
mediante este tipo de funcién tendria grandes
discrepancias puesto que para la region 11 el
volumen en funcion de la altura de llenado
presenta un comportamiento similar al de una
funcién lineal cuando la inclinacion tiende a cero.
Ademas, también se observa que la region central
disminuye conforme la inclinacion tiende al
angulo critico.
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Figura 2. Gréafico del volumen contenido dentro del tanque cilindrico en funcion de la altura de llenado para tres casos: a)
dimensiones maximas permitidas para transporte carretero (NOM-002-SCT/2011 [2]) y una inclinacion excesiva, b)
dimensiones con excedente permitido a una inclinacion excesiva y c) dimensiones por debajo del nivel méximo e inclinacion

media.

ISSN: 2594-1925



Revista de Ciencias Tecnologicas (RECIT). Volumen 7 (2): e349.

5. Conclusiones

El presente trabajo se plasman resultados
importantes para la industria de hidrocarburos y
quimica, al facilitar el célculo exacto del
volumen dentro de recipientes cilindricos con
inclinacion en funcion de la altura de llenado y
pardmetros  dimensionales conocidos. Los
resultados obtenidos contribuyen a mejorar las
practicas para el disefilo de contenedores
cilindricos y el transporte de sustancias, asi como
la mejora en la implementacion de protocolos de
seguridad y verificacién de los procesos de
compra y venta de sustancias, ademas de poder
cuantificar la merma ocurrida durante el proceso
de transporte. El andlisis se distribuy6 en tres
regiones de interés, para las cuales se
proporcionan expresiones desarrolladas para el
calculo exacto del volumen parcial y del volumen
méaximo con la limitante de que la inclinacion no

exceda un angulo dado por tan~'(2R/L). EI'®

volumen de llenado presenta un comportamiento
parecido a la funcion sinusoidal en funcion de la
altura de llenado. Sin embargo, el presente
trabajo proporciona los valores exactos del
volumen 'y la modelacion  presentaria
desviaciones que son influenciados por la
inclinacion del tanque y por el comportamiento
casi lineal en la region comprendida entre las dos
alturas mojadas, asi mismo, las formulaciones
matematicas no son afectadas por efectos de
dilatacion y contraccion térmica del recipiente,
siempre y cuando este conserve su forma
cilindrica, ya que en los célculos se considera el
valor final de radio y longitud.
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